Problemes d’ofici



1. (Newton) Trobeu una férmula tancada per a ’expressi6:

sinxz +sin2x +sin3z + - - - + sinnz.

Primera solucié

sinz +sin2z + --- +sinnz = Img (e'* + €** + ... + e™?)
einTeiz _ iz P (einz - l) (e—iz - 1)
=Img—5 3 = M (= - 1)
_1 en® — 1 — itz | iz _ sinnz —sin(n+ 1)z +sinz
=1me 2 —2cosz = 2(1 — cosz)
2n+1 . T . Tz n+l1 . n
_2003( ) a:)sm(—é—)+2sm5cos§ _ sin——z sin >z
= 2z = nZ
4sin 2 sin 5
Segona solucié
Cal tenir en compte que
] -
2sin§sin(z+k6)=cos(z+2k2 16)-cos(z+£’-°-;—15)
Aleshores
2sinésin = cos a:—é —cos :r:-{-é ;
22T = 2 2)’
.6, 6 3
2sm§sm(a:+8) = cos z+§ —cos a:+§6 ;

2n—3' 2n—-1
cos |z + 2 6)—cos|z+ 2 6).

i 1= 90— E) (4 2520)

28ingsin(a: + (n—1)6)

Per tant,

Ara fem 6 = z i obtenim

. T . T 2n+1 . n+l | nz
2sm§[smz+~-+smn:c]—cos-2-—cos 5 z = 2sin 3 x-gn—i—
i finalment,
. n . n+l
SIn = - SIn T
sinz +8in2z + - +sinng = —2—— 2
sin§



2. Donat el polinomi z2 + pz? + qz + r, trobeu les condicions que
han de complir els coeficients p, q, i r per tal que les tres arrels
del polinomi formin un triangle equilater del pla complex.

Solucié

Siguin z;, 22 i 23 les arrels i zp el centre del triangle. Si z és el vector complex que va de 2 a
z;, tindrem z; =20+ 2:1,29 =29+ 2-€,23 = 29+ z- 0, on 1, € i 7 s6n les arrels clibiques de la
unitat; el seu producte és 1, la seva suma és 0 i la suma de productes de dues en dues és 0.

-p = ) z=3x;
q = Zziza = 32;
i<j
-r = 212923 = zg + 2.
D’aquestes relacions en surt que
-z
3

Recfprocament, si es compleix aquesta tltima relacié entre p i q llavors fent el canvi z = y—g,
I’equacié es converteix en

3,0
Y +27+r—0

3
que té solucions y; = a,yo = a-€iys = a-n, on « és 'arrel cibica real de —r — % Resulta

T = —g +a,z3= —g +a-eizzg= —% + a - n, que s6n els vértexs d’un triangle equilater.



3. (OI 1962) Resoleu l'equacié cos?® z + cos?(2z) + cos?(3z) = 1.

Primera solucié

Es compleix

14 cos2z 1+ cosdx

2 =
2 + ) + cos* 3z 1
€082z + cos 4z + cos® 3z 0
2cos3zcosz +cos?3z = 0
cos3z(2cosz +cos3z) = 0
cos3z (cosz +2coszcos2zr) = 0
cos 3z cosz (1 + 2cos 2x) 0
i aquesta equacié té solucions
T
cos3z = 0, T = §r+§, k € Z,
cosr = 0, z = 5+k1r, k€ Z;
1 21.‘.]37[
082z = ->, =z = 6  keZ
2 4
—+k
6
Segona solucié
coslz = cos?z;
cos?2 = [2c08?z-17 = 1 -4cos’z +4costz;
cos?3z = [4cosdz—3cosz)’ = 9cos?z —24costz + 16cost z.

D’on:
cos?z + cos? 2z + cos? 3z = 16cos® z — 20cos® £ + 6cos? z +1 = 1.

Si resolem ara aquesta equaci6, obtenim

cos?x =0, 8cos®r—10cos’z+3=0.
Fﬁadir,
cosz =0, cos:c=:l:-?, cos:z:=:l:‘/7§

i hem acabat.



4. (OI 1965) Considereu el sistema d’equacions
an + a12%2 + a1323 =0
a21%1 + a2 + G233 =0
a3T1 + a3 + azsr3 =0
amb incognites x1, T3, 3. Els coeficients satisfan les condicions

(a) a1, a9, ass s6n nombres positius;

(b) els altres coeficients sén nombres negatius;

(¢) acada equacid, la suma dels coeficients és positiva.

Demostreuoque el sistema proposat només té la solucié z; =
To9 = T3 = L.

Solucié

En ser el sistema homogeni solament cal veure que la matriu dels coeficients

a1 a2 a13 a;; t+ai2+a3 a2 a3
a1 a22 a23 |=| a21taz2+azs a2 axs |=
a31 az2 Gag3 a3; +ag2 +az3 agz ass
a2 a3 a2 a3 a2 a3
= (811 + 612+ a13) — (@21 + a2z + a23) . + (a31 + a32 + as3) ars

té determinant no nul. Perd, com que tots els paréntesis sén positius, el segon determinant és
negatiu i el tercer positiu, podrem assegurar que el determinant de la matriu del sistema és
positiu si demostrem que

2 9 | S0
a3y ass
Ara bé,
a21 +a2+a3>0 = ap>-—axs
ag1 +azgx+azgz3 >0 = agz > —az
i per tant ’
G2 @23
= a2 G33 — G23 37 = a2 ags — (—azs) (—as2) > a2 a33 — a2 azz = 0.
az; ass :




/4 27 3= 1
5. (OI 1963) Demostreu que cos — — cos — + €oS — = —.
7 7 7 2
Primera solucié
Multiplicant i dividint I’expressié cos-; --oosz,?I +cosi77£ per 2sin; es té:
. T T 2 3 2 3
231n—(cos——oos——+oos—) in™ cos™ — 26in ™ cos 2" + 2sin ™ cos 5
7 7 7 7 =2sm7<>os7 2sm7oos7+2sm7cos7
2sin = 2sin ~
7 7
, 3w . . 2w 4
B kv Bl e s ) M R
T g
2sm77- 2sm7
m
_ 8!!]7 —1
=—F=3
2sm7
Segona solucié
Com que
—o0s 2" con (= 27 = ooe &
7 7 )=
la suma de I’enunciat esdevé
T Ky ¢ 5
oos-,-7-+oos7+oos7.

Siguin 1;,134;,1;*,—1,194;,14;,141 les arrels de 1’equacié =7 + 1, la suma de les quals és
igual a 0, o equivalentment

13 +1"F +lyf_ +19* +11§; +11§; =1.
La part real de ’anterior suma també és 1.
Aixf doncs
T 3r 57 9 _1_11 137

0(37 +0037+0037+003?+008 7 +008—7—=1,

perd de cos(2m — a) = cos a se’n dedueix que
2 coszr--i-cos:;"r-i-coss—1r =1
7 7 7))

i d’acf el resultat.



6. (OI 1976) Sigui Pi(z) = z?2 -2 i Pj(z) = P, (Pj-1()) per a
j =2,3,.... Demostreu que, per a qualsevol enter positiu n,
les arrels de I'equacié P,(z) = z s6n totes reals i diferents.

Primera solucié

Py(x) = 22 — 2 té dos zeros a /2 i un mfnim al punt 0 on pren el valor —2.

Py(z) té dos mfnims als punts £+/2 on pren el valor —2 i un maxim al punt 0 on pren el valor
2. Com que P;(2) = Py(—2) resulta que P5(2) ha de tenir 4 zeros.

Es pot demostrar per induccié sobre n que

a) Pp(z) té 2" zeros diferents ay.

b) P,(z) té 2"~! mfnims B;, on P,(B;) = —2.
c) Pa(z) té 2*~! — 1 maxims i, on Pp(vx) = 2.
d) Py(2) = Pa(-2) =2

e) Tots els ay, B; i yx s6n diferents.

A la demostracié cal tenir present que els zeros de P, passen a ser mfnims de P,,; i que els
maxims i mfnims de P, es converteixen en maxims de P4 ;.

A Dinterval [-2,2] la funcié polindmica F,(z) = P,(z) — = és positiva en els punts on P,
val 2, i és negativa en els punts on P, val —2. Per tant s’ha d’anul-lar en 2" punts diferents.

Nota. Els polinomis P, estan relacionats amb els polinomis de CebySev a través de la relacié
P,(z) = 2T (/2).

Segona solucié
Sabem que
cos2t = cos®t — sin?t = 2cos?t — 1.
Fem z(t) = 2cost. Aleshores
Py(z(t)) = 4cos®t — 2 = 2cos 2t;
Pz(z(t)) =P (Pl(z(t))) = 2cosdt;
P,.(z(t)) = 2eos2"t
Ara volem que P, (z(t)) = z(t), que en aquest context es transforma en 2 cos 2"t = 2cost. D’on:
cos2™t =cost ssi 2"t = %t + 2km.

Finalment,
2kn 2kn




